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Arvores de busca binaria balanceadas

|
Projetadas para manter sua altura em O(log n) e assim manter o desempenho
das operacdes de busca, insercao e remog¢ao em O(log n)

m Arvore de busca binaria balanceada
m Se para cada né, a diferenca entre a altura da subarvore esquerda e a
subarvore direita € no maximo 1
m Arvore de busca binaria completamente balanceada
m Igual a balanceada e todas as folhas estdo no mesmo nivel

m Arvore de busca binaria perfeitamente balanceada

m Igual a completamente balanceada e o nimero de nés em cada nivel é o
maximo possivel
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Tipos de arvores de busca binaria balanceadas
m Arvore AVL
m Inventada em 1962 por Adelson-Velsky e Landis

B Insercao e remogao sao mais custosas, pois impde regras de
balanceamento mais rigidas

m Adequadas para aplicacbes onde as operacdes de busca sdo mais
frequentes que insercdo e remogao

m Arvore vermelho-preto
m Inventada em 1972 por Rudolf Bayer

m Desempenho melhor para insercdo e remocdao, pois regras de
balanceamento ndo sdo tao rigidas quanto aquelas da AVL

m Implementacao mais complexa que a AVL

m Utilizada em implementa¢8es de mapas e conjuntos em C++ e Java
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Tipos de arvores de busca binaria balanceadas

m Arvore B
m Inventada em 1971 por Rudolf Bayer e Edward Meyers McCreight

B Aorigem do nome é desconhecida, mas provavelmente vem da palavra
balanceada ou de Bayer

m Projetada para funcionar em memoria secundaria, como um disco rigido

m Semelhante a uma arvore vermelho-preto, mas minimiza o nimero de
acessos ao disco

m Amplamente utilizada em bancos de dados e sistemas de arquivos
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Exemplo de uso de arvore de busca binaria balanceada

Implementacdo do HashMap no Java 8

m Tabela de dispersdo combinada com uma arvore vermelho-preto

m Busca em caso de colisdo é feita em tempo O(log n) no pior caso, contra
O(n) se fosse feita em uma lista encadeada
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Exemplo de uso de arvore de busca binaria balanceada
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Arvore Vermelho-Preto'

N6 é colorido de vermelho ou preto
m A cor é armazenada em um bit
Todas as folhas sdo pretas e nao
carregam informacao
m Representada por um né nulo

Se um né é vermelho, entdo seus
filhos sdo pretos

Todos os caminhos da raiz até as Propriedades garantem que a altura da
folhas descendentes contém o arvore é O(log n)

mesmo numero de nods pretos

'Esse nome foi cunhado por Guibas & Sedgewick em um artigo em 1978, por 2 motivos:

quadro branco e impressora colorida experimental que usaram. https://sedgewick.io/research
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Arvore AVL

m Uma arvore AVL é uma arvore binaria de busca balanceada

m Uma arvore binaria T é denominada AVL quando, para qualquer n6 v de
T, as alturas de suas duas subarvores, esquerda e direita, diferem em
modulo de até uma unidade

|hesq(v) — hair(v)| < L,Vv e T 1)

B Um nd que satisfaga essa condicdo é chamado de né regulado, caso
contrario é chamado de né desregulado

typedef struct no_avl {
int valor;
int altura; // altura da subarvore
struct no *esquerda;
struct no *direita;
} no_avl_t;
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Arvores de busca binaria balanceadas

Uma arvore pode ficar desbalanceada apds operacgdes de insercao ou

remocao

m Arvores desbalanceadas podem ter altura O(n) e operacdes de busca,
insercdo e remoc¢ao podem ter complexidade O(n)
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Inclusao em arvores AVL

m Apoés cada inclusao é necessario
verificar se algum n¢ foi
desregulado

B —1 < (hesg(v) — hair(v)) > 1

m Se algum no foi desregulado, €
necessario realizar uma operacao
de balanceamento (ancestral mais
proximo do noé inserido)

m A operacao de balanceamento é
realizada em um n6 desregulado e
seus ancestrais até a raiz

m As operacdes de balanceamento
sdo chamadas de rotagdes

// retorna a altura da subarvore
int altura(no_avl_t *v) {
if (v == NULL) {
return O;
} else {
return v->altura;
}
}

// negativo se a subarvore direita for
maior
int fator_balanceamento(no_avl_t *v) {
if (v == NULL) {
return O;
} else {
return altura(v->esquerda) - altura(v—>
direita);
}
}
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Inclusao em arvores AVL
N6 desregulado: —1 < (hesq(v) — hair(v)) > 1

| hesq(5) — hd,',(5)
| hesq(4) — hdir(4)
[ ] hesq(ﬁ) — hd,',(6)
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Inclusao em arvores AVL
N6 desregulado: —1 < (hesq(v) — hair(v)) > 1

B hesq(5) — hair(5) = —1
B hesg(4) — hair(4) = 0
B hesq(6) — hair(6) = —1
B hesq(7) — hair(7) =0
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Inclusao em arvores AVL
N6 desregulado: —1 < (hesq(v) — hair(v)) > 1

B hesq(5) — hair(5) = —2
B oy (4) — hi (4) = 0
B hesq(6) — hgir(6) = —2
W hesq(7) — hair(7) = —1
B hesq(8) — hair(8) =0

NO desregulado: 6
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Rotacao simples a esquerda

Caso direita-direita

m O no 4 esta desregulado e assim é feita uma rotacdo simples a esquerda,
onde 0 no 4 se torna filho esquerdo doné 5

m Todos 0s nés sao movidos uma posicao para a esquerda
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Rotacao simples a esquerda

Inser¢do de um novo né na subarvore direita

Fonte: Wikipedia Sera adicionado novo né com valor 8
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Rotacao simples a esquerda

Inser¢do de um novo né na subarvore direita

Fonte: Wikipedia

NULO

N6 desregulado: 6
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Rotacao simples a esquerda

Inser¢do de um novo né na subarvore direita

RotatelLeft(L)

NULO

NULO

Fonte: Wikipedia

N6 desregulado: 6
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Rotacao simples a esquerda

Inser¢do de um novo né na subarvore direita

/@VeLeft(L)

Fonte: Wikipedia

N6 desregulado: 6
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Rotacao simples a esquerda

Inser¢do de um novo né na subarvore direita

%

Fonte: Wikipedia N6 desregulado: 6
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Rotacao simples a esquerda

Insercdo de um novo né na subarvore direita

o

Fonte: Wikipedia
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Rotacao simples a esquerda

Insercdo de um novo né na subarvore direita

Fonte: Wikipedia
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Rotacao simples a esquerda

Implementacao

#define max(a,b) (((a) > (b)) 7 (a) : (b))

// v & o ndé desregulado (6) na figura ao lado
no_avl_t *rotacao_esquerda(no_avl_t *v) {
// u & (7) na figura ao lado
no_avl_t *u = v->direita;
// filho direito de v serad o filho esquerdo de u (8)
v->direita = u->esquerda;
// filho esquerdo de u serda v (6)
u->esquerda = v;

// atualiza a altura de v

v->altura = max(altura(v->esquerda), altura(v->direita)) + 1;

// atualiza a altura de u

u->altura = max(altura(u->esquerda), altura(u->direita)) + 1;

// retorna o novo né raiz da subarvore
return u;
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Rotacao simples a direita

Caso esquerda-esquerda

m O no 6 esta desregulado e assim é feita uma rotacdo simples a direita,
onde o nod 6 se torna filho direito do n6 5

m Todos 0s nds sao movidos uma posi¢ao para a direita
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Rotacao simples a direita

Quando um né desregulado tem um filho desregulado a esquerda

Fonte: Wikipedia
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Rotacao simples a direita

Quando um né desregulado tem um filho desregulado a esquerda

RotateRight(R)

Fonte: Wikipedia
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Rotacao simples a direita

Quando um né desregulado tem um filho desregulado a esquerda

RotateRight(R) /

Fonte: Wikipedia
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Rotacao simples a direita

Quando um né desregulado tem um filho desregulado a esquerda

Fonte: Wikipedia

15/27



Rotacao simples a direita

Quando um né desregulado tem um filho desregulado a esquerda

~

Fonte: Wikipedia
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Rotacao simples a direita

Quando um né desregulado tem um filho desregulado a esquerda

Fonte: Wikipedia
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Rotacao dupla a esquerda ou rotacao direita-esquerda

Caso direita-esquerda

m O no 4 esta desregulado e assim é feita uma rotacdo dupla a esquerda
m Na primeira rotacdo simples a direita, o n6 6 se torna filho doné 5

m Na segunda rotacdo simples a esquerda, o n6 4 se torna filho doné 5
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Rotacao dupla a esquerda ou rotacao direita-esquerda

Um novo né é inserido na subarvore esquerda do filho direito do n6 desregulado (20)

Fonte: Exemplo adaptado de Szwarcfiter e Markenzon (2010)
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Rotacao dupla a direita ou rotacao esquerda-direita

Caso esquerda-direita

m O no 6 esta desregulado e assim é feita uma rotacdo dupla a direita
m Na primeira rotacdo simples a esquerda, o n6 4 se torna filho doné 5

m Na segunda rotacdo simples a direita, o n6 6 se torna filho doné 5
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Rotacao dupla a direita

Um novo né é inserido na subarvore direita do filho esquerdo do n6 desregulado (20)

Fonte: Exemplo adaptado de Szwarcfiter e Markenzon (2010)
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Rotacao dupla a direita

// v & o ndé desregulado (20) na figura ao lado
no_avl_t *rotacao_dupla_direita(no_avl_t *v) {

// rotacdo simples & esquerda no filho esquerdo de v
v->esquerda = rotacao_esquerda(v->esquerda) ;

// rotagdo simples & direita em v
return rotacao_direita(v);
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Rotacao dupla a direita

Rotacao simples a esquerda no filho esquerdo de v

// v & o ndé desregulado (20) na figura ao lado
no_avl_t *rotacao_dupla_direita(no_avl_t *v) {

// rotag8o simples & esquerda no filho esquerdo de v
v—->esquerda = rotacao_esquerda(v->esquerda) ;

// rotagio simples & direita em v
return rotacao_direita(v);
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Rotacao dupla a direita

Rotacdo simples a direita em v

// v & o ndé desregulado (20) na figura ao lado
no_avl_t *rotacao_dupla_direita(no_avl_t *v) {

// rotagdo simples & esquerda no filho esquerdo de v
v->esquerda = rotacao_esquerda(v->esquerda) ;

// rotag8o simples & direita em v
return rotacao_direita(v);
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Funcao para balancear né6 em uma arvore AVL

no_avl_t *balancear(no_avl_t *v) {
int fb = fator_balanceamento(v);

if (fb > 1){// ndé desregulado tem filho desregulado & esquerda
if (fator_balanceamento(v->esquerda) > 0) {
// caso esquerda-esquerda
return rotacao_direita(v);
} else {
// caso esquerda-direita
return rotacao_dupla_direita(v);
}
} else if (fb < -1) { // ndé desregulado tem filho desregulado a direita
if (fator_balanceamento(v->direita) < 0) {
// caso direita-direita
return rotacao_esquerda(v);
} else {
// caso direita-esquerda
return rotacao_dupla_esquerda(v);
}
}

return v;
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Insercao em arvores AVL

no_avl_t *inserir(no_avl_t *v, int valor) {
if (v == NULL) {
v = criar_no(valor);
} else if (valor < v->valor) {
v->esquerda = inserir(v->esquerda, valor);
} else if (valor > v->valor) {
v->direita = inserir(v->direita, valor);
}
v->altura= 1 + max(altura(v->esquerda), altura(v->direita));
v = balancear(v); // & necessario balancear apés cada insergéo
return v;

}
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Remoc¢ao em arvores AVL

no_avl_t *remover(no_avl_t *v, int valor) {
if (v == NULL) { return NULL;
} else if (valor < v->valor) {
v->esquerda = remover (v->esquerda, valor);
} else if (valor > v->valor) {
v->direita = remover(v->direita, valor);

} else { // valor == v->valor
if (raiz->esquerda == NULL || raiz->direita == NULL) { // né folha ou né com um filho
0l oo

} else{ // ndé com dois filhos
no_t *aux = v->esquerda;
while (aux->direita != NULL) {
aux = aux—>direita;
}
v->valor = aux—->valor;
v->esquerda = remover (v->esquerda, aux->valor);
}
}
if (v != NULL) {
v->altura = 1 + max(altura(v->esquerda), altura(v->direita));
v = balancear(v); // & necessario balancear apds cada remogio
}

return v;
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Exercicios



Exercicio 1
m Imprimir a arvore como um grafo usando a dot language?
m Dica: Logica parecida com a usada para imprimir a arvore em pré-ordem

m Para visualizar, use o site https://dreampuf.github.io/GraphvizOnline/ ou a
extensao Graphviz Preview do VSCode (é necessario instalar o Graphviz)

strict graph{
label="Arvore de busca binaria";
node [shape="circle", color="#339966", style="filled",

fixedsize=true] ; Arvore de busca binaria

20 -- 10;

20 -- 30;

10 —- 5;

10 —— 15;

30 —-- 25;

30 —-- 35;
}

Zhttps://graphviz.org/doc/info/lang.html
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Exercicio 2

Implementar um programa que insira n nimeros
inteiros em uma arvore sem balanceamento e

imprimir a arvore como um grafo

Monte manualmente, por meio de instru¢des de
insercdo, uma arvore sem balanceamento como a
da figura ao lado

Faca o balanceamento da arvore e imprima a
arvore como um grafo ‘
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Exercicio 3

Implementar na biblioteca 1ibprg as func¢bes para manipulacdo de
arvores AVL

Demonstrar que uma arvore AVL esta balanceada ap6s a insercdo de um
novo no

Demonstrar que uma arvore AVL esta balanceada ap6s a remoc¢do de um
no

Implementar um programa que insira n nUmeros inteiros em uma arvore
AVL e imprimir o total de vezes que uma funcao de rotacao foi chamada

Implementar um programa que insira n numeros inteiros em uma arvore
AVL, depois remova z nUmeros inteiros (sorteados e que estejam na
arvore) e imprimir o total de vezes que uma func¢ao de rotacgao foi
chamada
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