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Algoritmos

Sequéncia bem definida de passos que transforma a entrada na saida

m Um algoritmo é dito correto se, para cada instancia de entrada, ele
finaliza com a saida correta

m Um algoritmo incorreto, pode nado finalizar para algumas instancias de
entrada ou pode finalizar com uma saida que nao a desejada
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Algoritmos

(CORMEN et al., 2012)

Se os computadores fossem infinitamente rdpidos e com espaco infinito na
memodria, qualquer algoritmo com método correto para resolver um problema
seria suficiente.
m Provalmente vocé gostaria de escrever aplicativos que respeitassem as boas
prdaticas da engenharia de software

m Mas, na maioria das vezes, vocé usaria o método que fosse mais fdcil de
implementar
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Algoritmos
(CORMEN et al., 2012)

Se os computadores fossem infinitamente rapidos e com espaco infinito na
memoria, qualquer algoritmo com método correto para resolver um problema
seria suficiente.
m Provalmente vocé gostaria de escrever aplicativos que respeitassem as boas
prdaticas da engenharia de software

m Mas, na maioria das vezes, vocé usaria o método que fosse mais fdcil de
implementar

Qualquer problema é trivial desde que o tamanho da entrada
A seja pequeno. Mas cuidado, pois sempre estara a sua disposi¢ao
algoritmos O(2") - entenderemos isso depois!
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Eficiéncia dos algoritmos

m Diferentes algoritmos, criados para resolver o mesmo problema, muitas
vezes diferem drasticamente em sua eficiéncia
m Desempenho (tempo de execucdo)

m Consumo de recursos (quantidade de memoria)
m A diferenca pode ser até mais significativa que as diferencas relacionadas

a hardware (i.e. clock do CPU) e software (i.e. S.0., linguagem de
programacao)

|
Algoritmos eficientes, em termos de tempo e consumo de memoria,
permitirdo o uso sensato dos recursos que sao limitados
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Sequéncia de Fibonacci de tamanho n

Algoritmos iterativo e recursivo

m Use os algoritmos (iterativo e recursivo) que vocé desenvolveu na aula
sobre recursividade

Qual algoritmo é mais rapido?"

Para uma sequéncia de tamanho 8

Para uma sequéncia de tamanho 32

"Em https://emersonmello.me/ensino/prg2/tempo tem exemplos como fazer tomada de tempo

de execugao de um programa em C
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Obter o n-ésimo termo de uma sequéncia de Fibonacci

Algoritmo iterativo

long fib_ite(int n){

if (n == 0){
return O;

}

long a = 0;

long b = 1;

for (int i = 1; i < n; ++i) {

int k = a+b;
a = b;
b = k;

}

return b;

Algoritmo recursivo

long fib_rec(int n){
if ((n==0) || (m==1)){
return n;
}

return (fib_rec(n-1) + fib_rec(n-2));
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Analise de algoritmos

Necessaria para determinar o algoritmo mais adequado para resolver um dado problema

Qual o custo de um algoritmo para resolver um problema especifico?

Determinar o esfor¢co computacional (custo) do algoritmo em relacdo ao
tempo de execucgao e espaco (quantidade de memoria)

m tempo - analisar o nUmero de vezes que cada parte do algoritmo é
executada

m espaco - verificar a quantidade de memoria ocupada
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Método empirico

Execute os algoritmos e veja qual é o mais rapido

Medidas ndo confiaveis e o resultado ndo pode ser generalizado

m Variaveis que podem influenciar os resultados
m Hardware, Sistema Operacional

m Linguagem de programacao
m Compilador e par@metros de compilagdo

m Entradas ndo expressivas (i.e sequéncia Fibonacci de 8 vs 32)
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Método analitico

Analise matematica

Estima o consumo de recursos (tempo e mema@ria) em funcdao do tamanho,

de sua entrada (em func¢do de n), oferecendo assim uma analise independente
do hardware e software

m Considera somente o comportamento assintético, ou seja, quando n
for suficientemente grande

m Constantes aditivas e multiplicativas na expressdo matematica ndo sao
levadas em consideracao
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Complexidade em tempo

m Tempo requirido sobre uma dada entrada pode ser medido pelo
nuamero de execugao de algumas operac¢des, como:

B comparacdes
m operacgles aritméticas
m movimentac¢do de dados, etc

m Para medir a quantidade de trabalho é necessario escolher uma
operacao, chamada de operagao fundamental

Complexidade de um algoritmo

A contagem do numero de vezes que a operag¢ao fundamental é executada
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Complexidade em tempo

Melhor caso, pior caso e caso médio

m O esforco computacional (a eficiéncia de alguns algoritmos) depende nao
apenas do tamanho da entrada, mas também de uma entrada em
particular

m Exemplos

Buscar por um elemento em um vetor depende do tamanho do vetor e
em qual posicdo encontra-se o elemento desejado

A quantidade de trabalho para ordenar um vetor de inteiros depende do
tamanho do vetor e do nivel de ordem que ele se encontra
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Complexidade em tempo

Melhor caso

B Uma entrada de tamanho n para qual o algoritmo tera o menor tempo
de execugao entre todas as entradas de mesmo tamanho

m Verifica-se qual entrada resulta no menor nimero de execucdes da
operacao fundamental

Ex: busca por um elemento que encontra-se na 12 posicdo do vetor

Ndo importa se o vetor tem 3 ou 10.000 elementos, o melhor caso sempre
sera quando o elemento desejado estiver na 1 posicao
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Complexidade em tempo

Pior caso

B Uma entrada de tamanho n para qual o algoritmo tera o maior tempo de
execucgao entre todas as entradas de mesmo tamanho

m Verifica-se qual entrada resulta no maior niumero de execug¢des da
operacao fundamental
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Complexidade em tempo

Pior caso

B Uma entrada de tamanho n para qual o algoritmo tera o maior tempo de
execucgao entre todas as entradas de mesmo tamanho

m Verifica-se qual entrada resulta no maior niumero de execug¢des da
operacao fundamental

Qual seria o pior caso na busca por um elemento em um vetor?
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Complexidade em tempo

Pior caso

B Uma entrada de tamanho n para qual o algoritmo tera o maior tempo de
execucgao entre todas as entradas de mesmo tamanho

m Verifica-se qual entrada resulta no maior niumero de execucdes da
operacao fundamental

Qual seria o pior caso na busca por um elemento em um vetor?

Elemento na 1?2 posicdo
Elemento na metade do vetor
Elemento na ultima posicao

Elemento nao esta presente no vetor
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Complexidade em tempo

Pior caso

B Uma entrada de tamanho n para qual o algoritmo tera o maior tempo de
execucgao entre todas as entradas de mesmo tamanho

m Verifica-se qual entrada resulta no maior niumero de execucdes da
operacao fundamental

Qual seria o pior caso na busca por um elemento em um vetor?

Elemento na 1?2 posicdo
Elemento na metade do vetor
Elemento na ultima posicao < aqui!

Elemento ndo esta presente no vetor « aqui!
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Complexidade em tempo

Caso médio

m Média do numero de execucdes da operag¢ao fundamental para todas
as entradas de tamanho n

m Leva em consideracao a distribuicdo de probabilidade sobre o conjunto de
entradas de tamanho n

m Para simplificacdo, assume-se uma distribuicdo uniforme, de forma que
todas as entradas possiveis sdo igualmente provaveis

m O cdlculo do caso médio é pouco mais complexo

14/52



Caso médio
Exemplo: Buscar por um elemento no vetor

Considerando que todo elemento (/) possui a mesma probabilidade (p) de ser

buscado que todos os demais, logo p; = 1

n
m Para o elemento na 12 posic¢do o algoritmo faz 1 comparacdo
m Para o elemento na 2% posi¢do o algoritmo faz 2 comparacdes
m Para o elemento na n®™ posicdo o algoritmo faz n comparacdes

m Logo, a complexidade média é:

= Lx@+2+3+...+n) (1)

_ 1 (n(nJrl))
n 2

— n+1

- 2
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Complexidade em tempo

Melhor caso, pior caso e caso médio

m No exemplo buscar por um elemento no vetor, o pior caso e caso médio sao
lineares em n

Melhor caso Pior caso Caso médio

n+1
1 n ==
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Método analitico

Funcgdo de complexidade

m Considere f como a func¢do de custo ou complexidade

m f(n) mede o tempo ou espacgo para executar um algoritmo em um
problema de tamanho n

m Complexidade de tempo ndo indica o tempo de rel6gio necessario, mas
sim o numero de vezes que as operagdes fundamentais sdo executadas

17752



Complexidade em tempo

Exemplo: Encontrar o maior valor em um vetor de inteiros com n elementos

Algoritmo 1: Maior elemento no vetor
Entrada: vetor[1..n]
Saida: o maior valor contido no vetor
1 max « vetor[1];
2 paraide 2 oté n faga
3 se max < vetor[i] entao

4 ‘ max < vetor|i]

5 fim
6 fim

7 retorna (max)

m Considere como operag¢ao fundamental a comparac¢ao na linha 3 a qual
é executada n — 1 vezes

m f(n) consiste no numero de comparac¢des dos elementos do vetor, ou
seja, f(n)=n-1
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Complexidade em tempo

Exemplo: Determinar se um valor x esta presente em um vetor de inteiros com n elementos

Algoritmo 2: Determinar se o elemento esta contido no vetor
Entrada: vetor[1..n], x
Saida: verdade ou falso

1 paraide 1 até n faga

2 se x = vetor[i] entao

3 retorna (verdade)
4 fim
5 fim

6 retorna (falso)

m Considere como operacao fundamental a comparag¢do na linha 2

m No pior caso executa a linha 2 n vezes, se encontrar na 1° posicao,
entdao executa apenas 1 vez

m Assim, no pior caso f(n) = n(linear no tamanho de n), e no melhor caso
f(n)=1
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Complexidade em tempo

m Algoritmo 1: o custo é uniforme para todos os problemas de tamanho n

m Algoritmo 2: o custo depende da posi¢do no vetor do elemento que
gueira encontrar
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Comparando algoritmos: complexidade de tempo

Total de operagdes que cada um realiza para resolver o mesmo problema
m Algoritmo 1: f(n) = 3n? + 10n
m Algoritmo 2: g(n) = 100n + 2000

m Para valores pequenos de n, 0 algoritmo 1 requer menos operacdes que o
algoritmo 2, mas isso ndo se mantém valores grandes de n

Algoritmo Total de operac¢fes (tamanho de n)
1 10 100 1.000

1 13 400 31.000 3.010.000
2 2.100 3.000 12.000 102.000
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Comparando algoritmos: complexidade de tempo

Total de operacgdes que cada um realiza para resolver o mesmo problema
m Algoritmo 1: f(n) = 3n? + 10n
m Algoritmo 2: g(n) = 100n + 2000

m Para valores pequenos de n, 0 algoritmo 1 requer menos operacdes que o
algoritmo 2, mas isso ndo se mantém valores grandes de n
T f(n) =3n’+10n

12000

10000

g(n) = 100 n + 2000

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100105 110 115 120 125 130 135 140 145 150
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Assintotica

Concentra-se apenas nos valores enormes de n e ignora os valores pequenos

m Complexidade assintética é definida pelo crescimento da complexidade
para entradas suficientemente grandes

m Comportamento assintético é o comportamento das funcbes para
valores grandes de n (n — o0)

|
Um algoritmo assintoticamente mais eficiente é melhor para todas as
entradas, exceto talvez para entradas relativamente pequenas
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Analise assintotica

Termos inferiores e constantes multiplicativas podem ser descartadas

|
Considere um algoritmo de busca cuja complexidade é dada por4 x n+5e
desejamos simplificar para entradas suficientemente grandes

m Para um n grande, a parcela linear (4 x n) torna-se dominante face a
parcela constante 5

m Adiferencaentre4 x n+5e4 x néapenas>5
m Para n =100, 5 representa apenas 1,25%

m Para n= 1000, 5 presentaria apenas 0,125%

B 4 x ncresce mais rapidamente do que n, mas sua razao é uma constante
4, sendo que essa razdo constante € similar a que ocorre por uma
mudanca de escala

m Assim, 4 x n pode ser simplificado para n
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Analise assintotica

Termos inferiores e constantes multiplicativas podem ser descartadas

f(n) = 4n+5

500 gn) =n

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000

m f(n) e g(n) ndo sdo iguais, porém possuem a mesma ordem de
crescimento.

m Na anadlise assintotica € possivel simplificar 4 x n+ 5 para n
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Analise assintotica

Termos inferiores e constantes multiplicativas podem ser descartadas

m Para dois algoritmos (1 e 2), considere o total de opera¢des que cada um
realiza para resolver o mesmo problema, como f(n) e g(n),
respectivamente

m Algoritmo 1: f(n) = 3n?> + 10n

m Algoritmo 2: g(n) = 100n + 2000
m f(n) tem crescimento quadratico (n?) e g(n) tem crescimento linear (n)

m Logo o Algoritmo 2 é melhor que o Algoritmo 1 no pior caso
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Cota assintética superior

Funcdo que cresce mais rapidamente do que outra funcao

m A funcdo quadratica g(n) = 3 x n? cresce mais rapidamente do que a
funcdo linear f(n) = n+5,

m Assim a funcao g(n) é a cota assintética superior para a funcdo f(n)
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Cota assintética superior

m Basta que g(n) domine f(n) para um n suficientemente grande para g(n)
ser cota assintoética superior

m Exemplo
m f(n)=n+4eg(n)=n?

m Paran=0,1,2, temos f(n) > g(n), porém para n > 3 temos f(n) < g(n)
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Cota assintética superior

|
Usualmente o calculo da complexidade concentra-se em determinar a
ordem de magnitude do numero de opera¢des fundamentais na execucao
do algoritmo
m A cota assintoética superior é a mais comumente usada para medir a
complexidade de algoritmos
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Complexidade assintdtica

Ordem de crescimento - notagdes

|
Para avaliar quanto o tempo de execu¢do aumenta de acordo com o aumento
do tamanho den

m O-BigO
m limite superior da complexidade

B cota assintotica superior

m Q-Omega
m limite inferior da complexidade

B cota assintética inferior

m O -Theta
m limite exato da complexidade (inferior e superior)

m limite assintodtico exato
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Big O

Notacao assintética: 7(n) € O(g(n)) ou f é O(g)

m Definigcao: 7(n) &€ O(g(n)) se e somente se para alguma constante
c € Ry : ¢ x g(n) é cota assintética superior para f(n) para todo n maior
que ng

(3c € Ry)(Fng € N)(Vn > ng) : f(n) < c x g(n) (2)

m Ou seja, para comparar o comportamento assintoticode f e g €
necessario encontrar valores de c e ng tais que f(n) < ¢ x g(n)
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Big O
Notacao assintética: 7(n) € O(g(n)) ou f é O(g)
m Para um n suficientemente grande, g(n) é cota assintotica superior para
f(n) com um fator constante, isto é, existem constantes positivas c e ng
tais que, para valores de n nao menores que ng, 0 valor de f(n) é sempre
menor ou igual ao produto ¢ x g(n)

cgtn) m f(n) =10ne g(n) = n?

m10n<cn?

f(n)
m Comc=1en =10, temos

10n = n?, acima disso f(n) sempre
sera menor

Vv

Mo

Fonte: (TOSCANI; VELOSO, 2012)
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Big O

Notacao assintética: 7(n) € O(g(n)) ou f é O(g)

m Para dois algoritmos (1 e 2), considere o total de opera¢fes que cada um
realiza para resolver o mesmo problema, como f(n) e g(n),
respectivamente

m Algoritmo 1: f(n) = 100n + 2000 = O(n)

m Algoritmo 2: g(n) = 3n? + 10n = O(n?)

m Uma constante pode ser considerada como polinémio de grau 0, logo
o(n%) = 0(1)
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Big O(n)

Exemplos

R

f(n) =0(1)
f(n) = O(n?)
f(n) = O(n®)
f(n) = O(log n)
f(n) = O(n)
f(n) = 0(2")
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Big O

Ordem de complexidade dos algoritmos

Ordem  Descricdo

0(1) Sempre demora o mesmo tempo independente do tamanho de n
O(logn) Aumenta logaritmicamente conforme o tamanho de n aumenta
O(n) Aumenta linearmente e proporcional ao tamanho de n

0(n?) Proporcional ao quadrado do tamanho de n

o(2m) Dobra a cada elemento da entrada (exponencial)

Lembre-se: qualquer problema é trivial desde que o tamanho
A da entrada seja pequeno. Mas cuidado, pois sempre estara a
sua disposi¢do algoritmos O(2")
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Desempenho de cada ordem de complexidade

Nidmero de computagdes ou tempo de execugao

Constante Logaritmica Linear Linear Logaritmica Quadratica Cubica

n o(1) O(log n) O(n) O(nlog n) O(n?) Oo(n®)

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 4 8

4 1 2 4 8 16 64

8 1 3 8 24 64 512

16 1 4 16 64 256 4.096
1024 1 10  1.024 10.240 1.048.576 1.073.741.824
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Notacao Big O

Ordem de crescimento

Fonte: Nicknick Mario - https://www.geogebra.org/m/HzqGHtBt
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Complexidade do algoritmo: sequéncia de Fibonacci

Algoritmo recursivo

long fib_rec(int n){
if ((n==0) |l (@ == 1)){
return n;
}
, seefEnen (Gl (=0l & sl feelm2)) § m Exceto a chamada recursiva, a
comparagao tem
complexidade constante O(1)
Fbonacci XA i
m A funcdo invoca 2 outras vezes
/ ela mesma, até atingir o caso
fibonnaci(2) Fbonnaci(3) base’ aSSIm tem CompleXIdade
exponencial O(2")
fbonmaci(0)  Fbonnaci(1) Fbonnaci(1) Fbonnaci(2)

fibonnaci(0)  Ribonnaci)
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Complexidade do algoritmo: sequéncia de Fibonacci

Algoritmo iterativo

long filz_ite(ir;:g~ n){ m £ necesséario conhecer apenas os

if (n == 0 [T A .
— dois ultimos vanr,es_da sequéncia

} para calcular o préximo valor

long a = 0;

long b = 1 m Todas instru¢des possuem

o (e A = Ay 6 @ e 1) complexidade constante, exceto o
int k = atb; laco, que repete as instru¢des do
a =b; o
S blocon—1

! Algorit lexidad

return b; m Algoritmo com complexidade

} linear O(n)

38/52



Complexidade do algoritmo: calcular fatorial

m As implementacdes recursivas e iterativas do calculo do fatorial
apresentam a mesma complexidade em tempo, linear O(n)

m Contudo, o algoritmo recursivo tem uma complexidade de espaco
maior, uma vez que a cada chamada recursiva o parametro da funcdo é
empilhado até atingir o caso base

m O algoritmo iterativo usa a memoria de forma constante
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Analise de algoritmos, custos das operacoes

Instrucao simples
m Tempo de execucdo constante O(1)

Lacos
m Tempo de execucdo é igual ao tempo de execuc¢do das instru¢des dentro do
bloco vezes o nimero de iteracdes

m Se o total de repeticBes for em fun¢do de n, entdo é O(n), se a repeticao for
fixo e ndo em funcdo de n, entao O(1)

Lacos aninhados
m Tempo de execucdo de uma instrugdo dentro do laco mais interno é igual o
tempo de execucdo dessa instrucdo vezes o produto do nimero de
iteracBes de todos os lagos. No exemplo abaixo, O(n?)

for (int i = 1; i < n; ++i) {
for (int j = 1; j < n; ++i) {
// instrugdo qualquer com 0(1)

}
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Analise de algoritmos, custos das operacoes

Lagos com iteragao multiplicativa
m A cada iteracdo o contador € atualizado por meio de uma multiplicacdo ou
divisao.
m Com o contador dobrando a cada iteracao tem-se O(log n). Independente da
base do logaritmo?

// por multiplicag&o
int contador = 1;
int n = 100;
while(contador < n){
// instrugdo qualquer com 0(1)
contador = contador * 2; // indica 0(log n)

}

//por divis&o
for(int i = n; contador > 0; contador/=2){ // indica 0(log n)
// instrugdo qualquer com 0(1)

}

2log, n = log, b x log, n = ¢ x log, n, que por simplificacdo O(log n)
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Lacos com iteracao multiplicativa

// lago de fora em fung&o de n,
int contador = n;

// controle & dividido pela metade a cada iteragdo, assim 0 (log n)
while(contador > 0){

// lago interno em fungdo de n, 0(n)
for(int i = 0; i < n; i++){

// instrugdo qualquer com 0(1)
}

contador /= 2;

m O(n) + O(logn) = O(nlog n)
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Notacdo Omega - Q

Cota assintética inferior

|
Usada para definir limite inferiores para problemas. Na comparacdo entre
classes de algoritmos pode ser util para indicar que nenhum algoritmo tera
uma ordem inferior aquela defina por Q

m Aexpressao f € O(g) pode ser lidacomo f < g
m A expressao f é Q(g) pode serlidacomof > g

méQ(g) < g éO(f)

m Exemplo

m A funcdo clbica g(n) = 7n® + 5 cresce mais devagar do que a exponencial
f(n) = 2" (a partir de certo ponto)
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Exemplo 1 - Adicao de matrizes
/Qn X n =+ lgn xn=— Lnxn

air a bi1 b1z ai1 + b1 a2 + b2
a1 ax| + |bo1 bx| = |ax + b1 ax+ b
as  a b1 bsp a1 + b31 asp + b3
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Exemplo 1 - Adicao de matrizes
Am><n+Bm><n: m X n

Algoritmo 3: Adicdo de matrizes

Entrada: a[1..m][1..n], b[1..m][1..n]
Saida: c[1..m][1..n]

m Operacao fundamental:

1 paraide 1 até n faca cjj < ajj + by

2 parajde 1 até n faga . 5

s || cjeagtby m E executada n® vezes
+ | fim m Complexidade: O(n?)
5 fim

6 retorna (c)
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Exemplo 2 - Produto de matrizes

/Qm x n X Bn X p = (;n X p

ail
ani
asi

d12 413
az2 a3
a3z ass

n
Cjj = g airbj = ajibij + appbyj + ...

r=1

aia
ana

dz4

ais
azs

ass

X

b11
bo1
b31
by
bsy

b2
bo>
b3z
bsz

bao |

C11

= |1

31

+ ainbnj

C12
22
C32

46/52



Exemplo 2 - Produto de matrizes

AanXBnXp:mep

Algoritmo 4: Produto de matrizes

Entrada: a[1..m][1..n], b[1..n][1..p]
Saida: c[1..m][1..p]

m Operacao fundamental:

1 paraide 1 até m faca Cij <= cjj + ajj X bjj

2 | parajdeiatépfaca m E executada n vezes

3 Cij < 0

: p‘arca If?ft: "Xfab"'a m A operacgdo c¢; « 0 é executada n?,
ij ij ik kj , .

6 fim ’ por ser menor grau, € ignorada

7 | fim m Complexidade: O(n%)

8 fim

9 retorna (c)

A3 x5 %X Bsyxo=0CGyx2
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Exemplo 3 - Encontrar elemento que falta no vetor

m Dado um vetor de tamanho n — 1, que armazena numeros inteiros
distintos no intervalo de 1 até n(ex: n =5 e vetor = {2,5,4,1}), determine
qual é o elemento que esta faltando.

m Neste exemplo, o elemento que esta faltando é o nimero 3

m Uma das possiveis solu¢des tem complexidade de tempo O(n)
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Notacao Theta - ©

Limite assintético exato

|
Para expressar uma estimativa precisa do custo de um algoritmo

m Aexpressao f € O(g) pode serlidacomo f =g
m Para indicar que duas fun¢fes sdo da mesma ordem

mféo(g) < géof)

m Exemplo

m As fungdes quadraticas f(n) = 7n*> + 13 e g(n) = n> + 3 crescem com a
mesma rapidez (a partir de certo ponto)
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Aplicacao do assunto dessa aula no restante da disciplina

m Para cada estrutura de dados é possivel executar um conjunto de
operacdes (i.e. insercao, busca, remocao)

m Para uma mesma operacdo, cada estrutura de dados pode apresentar um
custo computacional diferente

m Na literatura sdo propostos diferentes algoritmos de busca e ordenacao
adequados para diferentes estruturas de dados e com diferentes custos
computacionais

m Algoritmos e estruturas na literatura ja possuem sua complexidade
calculada, assim use a nota¢ao O (pior caso) para escolher a estrutura e
algoritmo mais adequado para o problema que pretende resolver

m Um algoritmo é considerado mais eficiente que outro se seu tempo de
execuc¢ao do pior caso apresentar uma ordem de crescimento mais baixa
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Curiosidade

m The Art of Computer Programming volume | (1968),
[1(1969) e Ill (1973) de Knuth sdo pioneiros no
estudo de algoritmos e estruturas de dados

m O volume | foi impresso usando a tecnologia do
século 19 que possuia uma boa qualidade
tipografica

m Para o volume Il houve uma evolucdo da industria
grafica e migracao para técnicas fotograficas cuja
qualidade desagrou Knuth

m Em 1978 Knuth cria o TgX e exigiu a invencdo de
novas técnicas de programacao®

Donald Knuth em 2005

“Esses slides foram escritos usando KTEX, um conjunto de
macros para o TeX
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